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Método variacional para átomos de muchos 
electrones
Ruslan I. Magaña Vsevolodovna †
 Universidad Juárez Autónoma de Tabasco, México 
El Hamiltoniano para un a´tomo de N electrones es construido, se presentan difer-
entes enfoques para resolverlos. Se introduce el me´todo variacional de Hartree-Fock y
se explica en detalle el mtodo aplicado al a´tomo de Helio.
The Hamiltonian for an atom of N electrons is built, different approaches are
presented to solve it. Variational Hartree-Fock is introduced and explained in detail
applied to the Helium atom.
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1. Introduccio´n
En este presente trabajo nos enfocaremos en la construccio´n del me´todo variacional
de Hartree-Fock. El problema de encontrar las solucio´n de la ecuacio´n de Schro¨dinger
para sistemas de muchas part´ıculas resulta que es imposible hallar una solucio´n
anal´ıtica exacta, sin embargo se han desarrollado diversos me´todos para resolver
el problema haciendo aproximaciones en el Hamiltoniano para as´ı de una manera
determinar las energias de mi sistema [1]. Los me´todos mas comunes son los me´todos
perturbativos [2], metodos variacionales de Hartree-Fock [3] y la Teor´ıa de Funcionales
de Densidad con sus extensiones [4, 5]. Y recientemente me´todos algebraicos tales
como el Modelo Vibron[6] y Supersimetr´ıa Molecular[7]. La determinacio´n de los
niveles energe´ticos de estados excitados es un tema que ha tenido mucha relevancia
en la f´ısica ato´mica y requiere entender sus complicaciones. Para ello tenemos que
entender la magnitud del problema que se tiene cuando se asume un nu´mero grande
de electrones.
El estudio de la estructura de la materia requiere explorar los posibles me´todos
de solucio´n, para ello en este trabajo se procede a desarrollar en detalle el me´todo
variacional a sistemas cua´nticos, sin embargo se encuentra´n problemas de solucio´n
los cuales se tienen que hacer ciertas aproximaciones manteniendo todo el rigor de las
reglas de la meca´nica cua´ntica[8]. Por ejemplo; dado un so´lido que esta´ conformado
por nu´cleos de a´tomos localizados y electrones libres dentro de una red perio´dica, el
sistema debe ser resuelto como un problema de muchos cuerpos.
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2. Hamiltoniano Molecular
Para obtener las propiedades de cualquier sistema cua´ntico es necesario resolver la
ecuacio´n de Schro¨dinger del sistema:
HˆΨ(~r1, ...~ri, ~R1, ..., ~Ri) = EΨ(~r1, ...~ri, ~R1, ..., ~Ri), (1)
donde el Hamiltoniano esta compuesto por la energ´ıa cine´tica y potencial las cuales
deben estar definidas para todos los cuerpos que constituyen el sistema. El Hamilto-



























|~Ri − ~Rj |
 , (2)
donde ~Ri es la posicio´n del nu´cleo con masa Mi, mientras que el electro´n con posicio´n
~ri y masa me. El primer y segundo te´rmino describen la energ´ıa cine´tica de los nu´cleos
y de los electrones. El tercer te´rmino corresponde a la atraccio´n coulo´mbica electro´n-
nu´cleo y el cuarto te´rmino las repulsiones electro´n-electro´n y el u´ltimo te´rmino al
nu´cleo-nu´cleo. Vemos que si sustituimos (2) en (1) es imposible encontrar una
ecuacio´n exacta. Por lo que tendremos que hacer algunas aproximaciones al Hamil-
toniano para encontrarle su solucio´n.
3. Aproximacio´n de Born-Oppenheimer
Dado que el nu´cleo es miles de veces ma´s pesado que el electro´n por lo que es mas
lento, se puede que asumir que se encuentra fijo; esto hace que la densidad electro´nica
depende de la posicio´n del nu´cleo y no de su velocidad. Se tiene ahora un conjunto
de electrones moviendose dentro de un potencial externo generado por los nu´cleos
ato´micos. As´ı la energ´ıa cine´tica de los nucleos y sus interacciones son constantes.



























|~Ri − ~Rj |
,
(3)
la funcio´n de onda del sistema se puede expresar entonces como el producto de la
parte electro´nica y nuclear,
Ψsistema = ψelec(~ri)ψ
nucl(~Ri). (4)
Mas adelante despreciaremos la energ´ıa cine´tica del nu´cleo debido a esta aproximacio´n
y veremos que las interacciones entre part´ıculas tendra´n un cara´cter perturbativo,
adema´s se necesita tener una dependencia de solo una coordenada que incluya en
cuenta los te´rminos de dos cuerpos como la repulsio´n interelectro´nica.
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4. Hamiltoniano Ato´mico
Consideremos ahora un a´tomo de N electrones y un nu´cleo de carga Ze. Separamos
el centro del masas del sistema para eliminar la energ´ıa cine´tica del centro de masas.
















donde M0, Me son las masas del nu´cleo y el electro´n, R0 y P0 son la posicio´n y
el momento del nu´cleo y Ri y Pi son la posicio´n y el momento del electro´n. La
coordenada del centro de masas es:
~R = 1M0+Nme (M0










El Hamiltoniano de interaccio´n sera´ invariante por traslaciones y por tanto dependera´
de las coordenadas
~ri = ~Ri − ~R0. (7)
Por eso se elige como coordenadas para el Hamiltoniano el conjunto (~R,~ri). Los
gradientes sera´n 1




~∇Ri = meM0+NMe ~∇R + ~∇ri ,
(8)
sustituimos (8) en (5) obtenemos













~∇ri · ~∇rj , (9)
donde MT es la masa total del sistema y µ =
meM0
m+M0
la masa reducida del sistema
nu´cleo-electro´n. Para construir el Hamiltoniano eliminamos la energ´ıa cine´tica del







Vij(~ri − ~rj), (10)
donde Vi(~ri) representa la interaccio´n del electro´n i con el nu´cleo y Vij(~ri − ~rj) la













donde el primer te´rmino corresponde a la energ´ıa cine´tica interna del a´tomo, el se-
gundo a la interaccio´n de un electro´n y el nu´cleo (te´rmino a un cuerpo) y el tercero
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a te´rminos a dos cuerpos. En general los sistemas ato´micos no son relativistas. Por





→ p ∼ αmc (12)




~c . Como la energ´ıa relativista es E =
√
p2c2 +m2c4 el sistema es ma´s
relativista cuanto ma´s pequen˜o sea el cociente
pc
mc2
∼ α ∼ 1
137
, (13)
y es suficiente utilizar la ecuacio´n de Schro¨dinger para obtener una buena descripcio´n.
Sin embargo, existen efectos como la estructura fina del a´tomo de hidro´geno que
corresponden a correcciones relativistas. En primera aproximacio´n no relativista el




El te´rmino Wij contiene la interaccio´n entre electrones, que en general tambie´n se
considera dada por el potencial culombiano, y el te´rmino a dos cuerpos de la energ´ıa
cine´tica . Este corresponde al u´ltimo te´rmino de la ecuacio´n (9) que depende de los
momentos ~pi y ~pj de los dos electrones. Se denomina te´rmino de polarizacio´n de la
masa y procede de que el centro de masas no coincide con la posicio´n del nu´cleo. Por
lo tanto se suele considerar:
Wij =
α~c
|~ri − ~rj | +
1
M0
~pi · ~pj . (15)
El te´rmino de polarizacio´n de la masa suele ser despreciable por ir dividido por la
masa del nu´cleo y si se considera suele tratarse en teor´ıa de perturbaciones.
5. Principio de Exclusio´n de Pauli
Se sabe que un electro´n se puede escribir con tres coordenadas espaciales (~r) y una
orientacio´n del esp´ın (s). Si analizamos un sistema de N electrones, su funcio´n de
onda sera´ una funcio´n de las coordenadas de cada una de las las part´ıculas. Siendo
un sistema de fermiones se debe cumplir el principio de antisimetr´ıa o principio de
exclusio´n, es decir un cambio en las coordenadas de dos part´ıculas ide´nticas dentro
de una funcio´n de onda da como resultado un cambio de signo en la funcio´n,
Ψ(~r1, ...~ri, ..., ~rj , ..., ~rN ) = −Ψ(~r1, ...~rj , ..., ~ri, ..., ~rN ), (16)
por lo tanto debemos de construir una funcio´n de onda antisime´trica general, para
ello partimos de una funcio´n constru´ıda del producto de N funciones ϕj , ( aqu´ı j es el
ı´ndice que hace referencia al estado(funcio´n) mientras i hace referencia a la part´ıcula
(coordenadas)),
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Introducimos el operador de permutaciones del grupo sime´trico Pˆ donde es sobre





−1 impares , (18)






Para un Hamiltoniano que contenga so´lo te´rminos a un cuerpo H =
∑N
i=1 h(i)
tomando funciones que sean solucio´n del Hamiltoniano h, hϕi = iϕi la funcio´n (17)
es una solucio´n exacta de la energ´ıa E =
∑N
i=1 i. La funcio´n de onda se obtiene
utilizando el operador de antisimetr´ıa:






















ϕN (1) ... ϕN (N)
∣∣∣∣∣∣∣
, (20)
el cual recibe el nombre de determinante de Slater. Para el caso sime´trico, es simple-





























[ϕ1(1)ϕ2(2) + ϕ1(2)ϕ2(1)] . (23)
5.1 Esp´ın de la funcio´n de onda
Cuando la ecuacio´n de Scro¨dinger se incluye el esp´ın, la funcio´n de onda de una
part´ıcula es igual al producto de la parte espacial y la parte del esp´ın
Ψ(~r, ~S) = ϕ(~r)χ(~S). (24)
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La funcio´n onda para un sistema de N part´ıculas , el cual tiene esp´ın, es el producto
de la parte espacial y la parte de esp´ın,
Ψ(~r1, ~S1; . . . ;~rN , ~SN ) = Ψ(~r1, . . . , ~rN )χ(~S1, . . . , ~SN ), (25)
de esta forma cuando se tiene un sistema de N identicos fermiones, las partes es-
paciales y espinoriales deben tener diferentes paridades pero con una paridad total
antisime´trica:
Ψa(~r1, ~S1; . . . ;~rN , ~SN ) =
{
Ψa(~r1, . . . , ~rN )χs(~S1, . . . , ~SN ),
Ψs(~r1, . . . , ~rN )χa(~S1, . . . , ~SN )
, (26)
en el caso de un sistema de N identicos bosones, la funcio´n de onda debe ser sime´trica,
entonces la parte del esp´ın y espacial deben tener la misma paridad:
Ψs(~r1, ~S1; . . . ;~rN , ~SN ) =
{
Ψa(~r1, . . . , ~rN )χa(~S1, . . . , ~SN ),
Ψs(~r1, . . . , ~rN )χs(~S1, . . . , ~SN )
. (27)
Por lo que para el caso del a´tomo de Helio donde tenemos dos electrones con dos
espines de 12 tenemos:





[ϕ1(~r1)ϕ2(~r2) + ϕ1(~r2)ϕ2(~r1)]χa(~S1, ~S2)
(28)





























|1,−1〉 = ∣∣ 12 − 12〉1 ∣∣ 12 − 12〉2 , (29)
y un estado (singulete) que es antisime´trico χa(~S1, ~S2):
χa(~S1, ~S2) =
{












− ∣∣ 12 − 12〉1 ∣∣ 12 12〉2 , (30)
las funciones anteriores son las funciones bases de las representaciones irreducibles
del grupo de rotaciones de O(3), definamos la siguiente notacio´n para el esp´ın









β(i) ≡ χ 1






as´ı las funciones de onda de espn acopladas son:













entonces las dos posibilidades de la funcio´n de onda total son:
Ψ1(1, 2) = Ψs(~r1, ~r2)χa(1, 2) S = 0 (33)
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podemos notar que tenemos cuatro funciones de onda pero depende del esp´ın S = 0
son un singulete o´ S = 1 con un triplete. Ahora si consideramos tres electrones, por
ejemplo para el caso de nitro´geno ato´mico con la configuracio´n 2p3, la regla vectorial
se debe aplicar dos veces, primero acoplar los dos espines para dar el singulete S = 0
o triplete S = 1 y despue´s acoplar el tercer s = 12 . Esto nos da para el singulete
S = 12 y para el triplete S =
3
2 . Hay un total de 2
3 = 8 estados. Es fa´cil encontrar
los cuartetos S = 32 as´ı χs(
~S1, ~S2, ~S3) esta dado por:









































































































































donde la parte espacial es antisime´trica con i = 1, 2, 3 que es el orbital y ml su nu´mero
cuantico y ms = ± 32 y las ms = ± 12 son compan˜eras en los determinates de Slater.
Por otro lado para las funciones del esp´ın para el doblete S = 12 son construidas a











































































































para el caso ms = − 12 solo hay que cambiar cada esp´ın. Aqu´ı w = exp(2pii/3) es
la raiz cu´bica de 1. Notemos que bajo intercabios del electro´n 1 y el 2, los estados
| 12 , 12 〉A,B se transforman entre s´ı. Las permutaciones c´ıclicas toman esos estados en
permutaciones en potencias de w veces por si mismas. El resultado neto de esto es
que no es posible diagonalizar el intercambio de operadores usando funciones bases de
las representaciones irreducibles del esp´ın S = 12 . Las funciones bases de los dobletes
tipo A y B son funciones bases para una E doblemente degenerado del grupo P3 de
permutaciones para tres objetos. Tal vez es mejor no preguntarse sobre cuales son los
productos de las representaciones del esp´ın en representaciones puramente orbitales.
6. Aproximacio´n de campo central
El Hamiltoniano de un a´tomo de N electrones contrendra´ operadores a dos cuerpos,
en particular la repulsio´n culombiana entre electrones. Esto hace que la solucio´n
exacta sea muy complicada y sea necesario introducir aproximaciones. Hemos visto
el Hamiltoniano general de las interacciones vamos a tener terminos como
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Te´rmino debido a las energias cine´ticas interna del a´tomo (un cuerpo).
Interaccio´n de un electro´n y nucleo (forzando a te´rmino de un cuerpo).
Interaccio´n de electro´n-electro´n o te´rmino de dos cuerpos de la energ´ıa cine´tica entre
electrones.
Interaccio´n de nucleo-nucleo o te´rmino de dos cuerpos de la energ´ıa cine´tica entre
nucleos.
Escribo “forzando” ya que tenemos dos part´ıculas en esta interaccio´n en las cuales
depende obviamente de los ter´minos individuales del vector de posicio´n y de los vec-
tores directores entre dos part´ıculas. Para darle un tratamiento matema´tico ma´s
fa´cil utilizaremos la denominada aproximacio´n de campo central. La idea es con-
struir un campo central, un potencial que dependa so´lo de las coordenadas ~ri, que
tome en cuenta los te´rminos a dos cuerpos (repulsio´n interelectro´nica). Se divide el
Hamiltoniano en dos partes :
























es el campo central que introduce un promedio de la repulsio´n del electro´n i con el










〉. La aproximacio´n se motiva
debido a que la componente ma´s importante es de simetr´ıa esfe´rica. El Hamiltoniano
no central es:


























que sera´ una pequen˜a perturbacio´n sobre Hc siempre y cuando se pueda aproximar.
6.1 A´tomo de Helio
Veamos como las interaciones electro´nicas rompen la degeneracio´n de los estados y
que no considerar la repulsio´n interelectro´nica suele ser buena aproximacio´n para Z






Hc = h1 + h2 con hi =
p2i
2µ − Zα~cri . La solucio´n para los hamiltoninos hi son las de
a´tomos hidrogenoides, hiϕnlmlms(xi) = Eϕnlmlms(xi) con En = − 12Z2α2µc2 1n2 donde
xi son la coordenadas espaciales y de esp´ın de la part´ıcula i. Por lo que nuestra
funcio´n de onda es:
Ψ(1, 2) = Aϕn1l1ml1ms1(x1)ϕn2l2ml2ms2(x2), (40)
para construir el estado de menor energ´ıa debemos tomar ni = 1⇒ li,mli = 0. Para
que la funcio´n de onda no se anule, debemos tomar ms1 6= ms2 y la funcio´n de onda
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Tabla 1. Energ´ıa del estado fundamental para a´tomos con dos electrones, con unidades
ato´micas u.a. = 27.2eV .
E0 = −Z2 E0 = −Z2 + 58Z Ze = Z − 516Z Exp
H− -1 -0.375 -0.473 -0.528
He -4 -2.750 -2.848 -2.90
Li+ -9 -7.125 -7.222
Be2+ -16 -13.50 -13.60
B3+ -25 -21.88 -21.97
C4+ -36 -32.25 -32.35 -32.4
resulante en el esp´ın total S = 0. La energ´ıa es:









Esta aproximacio´n corresponde a no considerar la repulsio´n interlectro´nica y solo es
buena para Z altos. Una forma de tomar en cuenta la repulsio´n electro´nica es realizar
la aproximacio´n de un nu´cleo apantallado considerando
U(ri) = − (Z − s)α~c
ri
, (42)
donde el para´metro s, toma en cuenta el apantallamiento, s se puede dterminar
por mee´todos variacionales y en este caso su valor es s = 5/16. En la tabla 1
comparamos una serie de ca´lculos. La primera columna corresponde a tomar la
aproximacio´n de campo central (donde no considerar la repulsio´n interelectro´nica).
La segunda columna corresponde a hacer teora´ de perturbaciones a primer orden
para dicha repulsio´n. La tercera columna corresponde a la aproximacio´n de nu´cleo
apantallado. Para que el a´tomo de Helio vemos que el efecto de antisimetr´ıa es
importante. Aunque el Hamiltoniano no depende del spin, el hecho de que el estado
fundamental del Hamiltoniano de campo central no sea no degenerado en los grados de
libertad espaciales obliga a que e´ste venga dado por un estado de esp´ın 0 (parahelio)
y los estados de esp´ın 1(ortohelio) sean siempre excitaciones. En el caso de considerar
la repulsio´n interelectro´nica como una perturbacio´n el primer estado exitado vendra´
dado por n1 = 1 y n2 = 2 (consideramos el caso l1 = l2 = 0). La energ´ıa sera´:
E12 = − 12Z2α2µc2(1 + 14 )
= − 58Z2α2µc2
, (43)








(ϕ100(~r1)ϕ200(~r2) + ϕ100(~r2)ϕ200(~r1)χ−(1, 2))
. (44)
La repulsio´n interelectro´nica rompe la degeneracio´n de los dos estados y como α~cr12 →∞ cuando ~r1 → ~r2, la contribucio´n mayor sera´ para el estado S = 0 que para S = 1
pues este u´ltimo caso la funcio´n de onda se anula para ~r1 = ~r2. La energ´ıa E22 =
− 14Z2α2µc2 es mayor que la energa´ de ionizacio´n E1∞.Los estados se encuentran en
el continuo. Esto produce el efecto Auger, apareciendo resonancias en el espectro de
absorcio´n del He. En la reaccio´n
γ + He→ He∗∗ → He+ + e−, (45)
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la u´ltima transicio´n se realiza sin emisio´n de un foto´n pues estados He∗∗ como el
anterior tienen energ´ıas en el continuo del He+ + e− y se produce transiciones no
radiativas. Aparecen como picos en las secciones eficaces de dichas reacciones. Se
observa tambien en la reaccio´n:
He+ + e− → He∗∗ → He+ + e−. (46)
Para que el Hamiltoniano siga siendo invariante al intercambio de part´ıculas el po-
tencial central no debe depender de la part´ıcula i elegida. Si consideramos que el
electro´n esta´ a una distancia del nu´cleo ri mucho mayor que el promedio de las
dema´s (ri →∞), entonces rij ∼ ri luego de (38) se obtiene que:






= −Zα~cri + (N−12 )α~cri ,
(47)
o en el caso de tener pequen˜as distancias (Ri → 0), entonces rij ∼ ri se tiene:






= −Zα~cri + cte ∼ −Zα~cri ,
(48)














Podemos construir el Hamiltoniano con tres te´rminos;
El primer te´rmino debera´ contener la informacio´n de las energias cine´ticas de mi
a´tomo.
El segundo te´rmino debera´ contener las interacciones del electro´n y el nu´cleo.
Estos dos u´ltimos te´rminos del Hamiltoniano lo contiene efectivamente a trave´s de
un potencial medio como la aproximacio´n de un campo central para un a´tomo.
Y por u´ltimo necesitamos un te´rmino de interaccio´n de repulsio´n entre electro´n-















Este u´ltimo Hamiltoniano ya hemos hecho las aproximaciones de Born-Oppenheimer
y de campo central. El primer te´rmino corresponde a la energ´ıa cine´tica interna
del a´tomo con µ = meM0me+M0 la masa reducida del sistema nu´cleo electro´n el segundo
te´rmino a la interaccio´n de un electro´n y nu´cleo( te´rmino de un cuerpo) y el u´ltimo
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te´rmino contiene la interaccio´n entre electrones (te´rmino de dos cuerpos) donde el
te´rmino de polarizacio´n se desprecia.
7.1 Configuracio´n Electro´nica
Quiero hacer un breve pare´ntesis sobre las implicaciones de tomar un campo central
ya que se puede apreciar ma´s la interpretacio´n f´ısica de lo que se esta trabjando con las
ecuaciones. Si consideremos el campo central, el Hamiltoniano hi es separable sobre












ϕnlmlms(x) = ϕnlml(~r)χ 12 ,ms , (52)
se llaman orbtitales ato´micos. Para el caso central, la energ´ıa de los orbitales sera´ en
general,
 ≡ nl, (53)
dependiente de n y l. Tomemos la funcio´n de onda de un sistema antisime´trico por
lo que se puede reescribir en te´rminos del determinante de Slater (20);
Ψ(x1, · · · , xn) = 1√
N !
det[ϕn1l1ml1ms1 (x1) · · ·ϕnN l1mlNmsN (xN )], (54)
vemos que la funcio´n de onda de esta manera no tiene momento angular definido y
esta´ degenerada tantas veces como posibilidades tengamos para la eleccio´n de (ml,
ms) sin que haya dos electrones con todos los nu´meros cua´nticos iguales puesto que
la energ´ıa solo depende de los valores (ni,li) dada por E =
∑N
i=1 nili . Tiene la
tercera componente de momento angular total ML =
∑N
i=1mli y tercera componente
de esp´ın total MS =
∑N
i=1msi definidos, y por tener definidas tambie´n las de cada
electro´n son combinaciones lineales de funciones de momento angular orbital total y
spin definidos. Para operadores sime´tricos a un cuerpo la antisimetr´ıa es irrelevante,
pero si consideramos a dos o mas cuerpos es importante. Por ejemplo para el a´tomo
de Helio H ′c rompe la degeneracio´n debido a las diferentes simetr´ıas orbitales y de
esp´ın posibles, (vease ape´ndice). Si consideramos solo la aproximacio´n de campo
central, la energ´ıa solo depende de la distribucio´n en n y l de los electrones. Eso
es lo que se denomina configuracio´n electro´nica del a´tomo. Para cada pareja de
valores nl tenemos 2(2l+ 1) posibles estados correspondientes a diferentes valores de
ml y ms Cuando esta´n todos los estados ocupados se dice que la capa esta cerrada.
Todos los electrones en una misma capa nl son electrones en una misma capa se dice
que son electrones equivalentes. Los electrones fuera de capa cerrada se denominan
electrones de valencia. Estos son los responsables de las propiedades qu´ımicas del
a´tomo. Para capas no cerradas la degeneracio´n para la capa i viene dada por las
posibles combinaciones de los valores ml = −l, · · · , l y ms = − 12 para los νi electrones
de la capa, la cual viene dada por las combinaciones de δi elementos tomados de νi en





= δi!νi!(δi−νi)! siendo δi = 2(2li+1) el nu´mero de estados para cada
electro´n. Para una capa cerrada νi = δi ⇒ di = 1 puesto que hay una sola forma de
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poner todos los electrones con nu´meros cuanticos diferentes. La degeneracio´n total
sera´ el producto de las degeneraciones de cada capa D =
∏






que corresponden a las configuraciones electro´nicas de los estados fundamentales para
dichos a´tomos. Al introducir el Hamiltoniano H ′c se rompe la degeneracio´n de la
configuracio´n electronica y los estados se clasifican por el momento angular orbital
total L y esp´ın total S pues [H, ~L] = [H, ~S] = 0. Estos estados se denominan te´rminos
espectrales de la configuracio´n electro´nica. Si en lugar de introducir te´rminos a dos




ξ(ri)~li · ~si ξ(ri) = − Zα~2µ2c 1r3i , (56)
La contribucio´n del spin-o´rbita crece ra´pidamente con Z, para el caso de atomos
hidrogenoides va como a la cuarta potencia de Z. Para la repulsio´n electro´nica la
variacio´n con Z es menor y hace que aunque domina para Z bajos, el esp´ın-o´rbita
pasa dominar para Z altos. Por lo tanto para Z bajos la degeneracio´n se rompe
primero debido al Hamiltonano H ′c de forma que para cada configuracio´n electro´nica
la energ´ıa depende adema´s del momento angular orbital total L y esp´ın total S. La
interaccio´n spin-o´rbita HLS es una perturbacio´n que rompe la degeneracio´n para los
te´rminos en funcio´n del momento angular total J al que se acomplan dando lugar a
los multipletes que forman la estructura fina del a´tomo. Cabe mencionar que tambie´n
hay una estructura hiperfina debida a la interaccio´n con momentos multipolares del
nu´cleo. Expresemos la funcion antisime´trica de una manera simplificada,
Ψ(x1, · · · , xn) = 1√
N !
det[ϕα1(x1) · · ·ϕαN (xN )], (57)
aqu´ı αi son todos los nu´meros cua´nticos del orbital i, dicho de otras palabras i es el
nu´mero que corre sobre el nu´mero total de electrones, por ejemplo si hay 2 electrones,
i = 1, 2. Vamos a pedir que nuestras funciones de onda debera´n ser normalizadas y
ademas´ ortogonales, esto surge en analog´ıa que las funciones pueden ser expandidas





en donde las funciones ϕn(x) son tomadas aqu´ı como los vectores bases de un espacio
de Hilbert en infinitas dimensiones. Para nuestro caso debido a que la ecuacio´n de
Schro¨dinger es una ecuacio´n lineal entonces de acuerdo con el principio de super-
posicio´n, podemos escribir la superposicio´n lineal de muchas funciones de onda que






donde ai es un nu´mero complejo, recordando esos conceptos podemos pedir que
(60)〈ϕαi |ϕαj 〉 = δij , 
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7.2 Me´todo Variacional
Para obtener el estado fundamental se plantea la ecuacio´n variacional,
δ〈Ψ|Hˆ|Ψ〉 = 0 ≡ 〈δΨ|Hˆ|Ψ〉 = 0, (61)
El me´todo variacional nos asegura que la energ´ıa del estado fundamental,
E0 ≤ 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉, (62)
por lo que se busca un mı´nimo para el valor esperado del Hamiltoniano. Ya que el
valor esperado del Hamiltoniano es la energ´ıa de un sistema,
E = 〈Hˆ〉 = 〈Ψ|Hˆ|Ψ〉〈Ψ|Ψ〉 . (63)
El ca´lculo de este valor esperado del Hamiltoniano (50) en general es complicado ya
que hay muchos te´rminos y hay que sistematizar el ca´lculo para facilitar el ca´lculo.
Por tal razon podemos separar el Hamiltoniano en te´rminos de un cuerpo y dos































consideremos dos funciones no ortogonales




























siendo Bij la matriz inversa a Aij = 〈φi|ϕj〉. Primero calculemos el producto de las
dos funciones.
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(−1)p〈φ1|ϕp′(1)(1)〉 . . . 〈φN |ϕp′(N)(N)〉
= det (A),
(68)




con αij = det (A)Bji y B = A
−1. Ahora calculemos el valor esperado para un cuerpo,





















siendo matrices Cikl = 〈φk|ϕl〉 = Akl〉 si k 6= i y Cikl = 〈φi|V |ϕl〉 para k = i, desarrol-












pero los menores α˜iij de las matrices C



















en el caso particular Φ′ = Ψ′ tenemos una expresio´n para los valores esperados de un















{〈ϕαiϕαj |W |ϕαiϕαj〉 − 〈ϕαiϕαj |W |ϕαjϕαi〉},
(72)
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donde hemos introducido αk el conjunto de nu´meros cuanticos nk, lk,mlk,msk por lo
tanto debemos calcular los valores esperados,
Ii ≡ 〈ϕαi|V |ϕαi〉
Jij ≡ 〈ϕαiϕαj |W |ϕαiϕαj〉
Kij ≡ 〈ϕαiϕαj |W |ϕαjϕαi〉,
(73)




Ylml(rˆ)χ 12 ,ms , (74)



























[ϕα1(x1)ϕα2(x2)− ϕα1(x2)ϕα2(x1)] . (76)
Ahora ya tenemos las herramientas para calcular el valor esperado (63) del Hamilto-
niano (65) utlizando (72) teniendo como resultado,
〈Ψ|Hˆ|Ψ〉 = 〈ϕα1|V1|ϕα1〉+ 〈ϕα2|V2|ϕα2〉+
〈ϕα1ϕα2|W12|ϕα1ϕα2〉 − 〈ϕα1ϕα2|W12|ϕα2ϕα1〉, (77)
siendo funciones de onda Ψ esta´n normalizadas, 〈Ψ|Ψ〉 = 1. Escribiendolo en forma
integral






− ∫ ϕ∗α1(~r)ϕ∗α2(~r)|W12|ϕ∗α2(~r)ϕ∗α1(~r)d3r1d3r2. (78)
La variacio´n en la funcio´n Ψ se plantea realizando variaciones sobre los orbitales
ϕαi(x) y se minimiza la energ´ıa. Sin embargo, esta variaciones no pueden ser arbi-
trarias, sino que tienen que mantener la ortonormalidad de los orbitales 〈ϕαi|ϕαj〉 =
δij .
〈ϕα1|ϕα1〉 = 〈ϕα2|ϕα2〉 = 1 〈ϕα1|ϕα2〉 = 〈ϕα2|ϕα1〉 = 0, (79)
para mantener estas condiciones utilizamos el me´todo de multiplicadores de Lagrange.
δ
[
〈Ψ|Hˆ|Ψ〉 − λ11〈ϕα1|ϕα1〉 − λ22〈ϕα2|ϕα2〉−
λ12〈ϕα1ϕα2|ϕα1ϕα2〉 − λ21〈ϕα1ϕα2|ϕα2ϕα1〉] = 0,
(80)
que corresponde a la primera ecuacio´n de la condicio´n de variacio´n (61). Por lo que
la segunda ecuacio´n correspodera´ a la variacio´n δϕ∗αi(xi) sobre (78). La conjugada de




por lo tanto la matriz λ es hermitiana cuadrada que puede ser diagonalizable,
AλA−1 = , (82) 
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hacemos la transformacio´n ϕ˜αi(x) = ailϕαl(x) que para el caso de dos part´ıculas,
ϕ˜α1(x) = a11ϕα1(x) + a12ϕα2(x)
ϕ˜α2(x) = a21ϕα1(x) + a22ϕα2(x)
, (83)
se obtiene que
Ψ˜ = detAΨ = Ψ, (84)


















= λ11ϕα1(x1) + λ12ϕα2(x1),
(85)















= λ21ϕα1(x2) + λ22ϕα2(x2)
(86)
expresando el te´rmino W12 =
α~c










































La suma se puede extender a todo j pues para j = i el te´rmino directo y el de
intercambio son iguales y se anulan. Separemos la funcio´n de onda del esp´ın ϕαi =
ϕβiχ 1
2 ,mi
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definiendo un operador directo,













′)d3r′ = V Dj (r),
(90)
y de intercambio,









y si actua sobre un orbital i,





















j (r)ϕβi(r)χ 12 ,mi ,
(92)
con
































ϕαi(x) = iϕαi(x), (95)













ϕαi(x) = iϕαi(x), (96)





ϕαi(x) = iϕαi(x), (97)
donde








V Exj (x). (98)
Este potencial que obtuvimos V (x) depende de los orbitales de forma que el potencial
y las soluciones deben ser autoconsitentes. Cuando se tienen capas cerradas el poten-
cial de Hartree-Fock es esfe´ricamente sime´trico por lo que la aproximacio´n del campo
central es correcta y es va´lido este me´todo. Se puede resolver de forma iterativa, a
trave´s del me´todo autoconsitente:
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1. Inicialmente se elige ϕ
(1)
αi (x)∀i = 1, ..., N .
2. Se construye construye a partir de ellos el potencial de Hartree-Fock V (1)(x).
3. A partir de V (1) se resuelven las ecuaciones para obtener ϕ
(2)
αi (x)∀i = 1, ..., N .
4. Se recalcula V (2)(x) con los nuevos orbitales. Si V (1)(x) = V (2)(x) alcanzamos con-
vergencia , sino se repite el proceso.
Esto se puede hacer en forma nume´rica discretizando ϕαi(x) y resolviendo las ecua-
ciones. Usualmente se parametrizan las soluciones en te´rminos de funciones anal´ıticas












aqu´ı k son todas las funciones de Slater que se expanden.
8. HF para el A´tomo de Helio
Como el a´tomo de helio tiene dos electrones podemos etiquetar sus coordenadas como
x1 y x2, as´ı sus coodenadas pueden ser escritas como xi = {ri, s2} donde asumimos
dos valores para el esp´ın si =
1
2 ,− 12 . El Hamiltoniano de Born-Opennheimer para el















usemos la funcio´n de onda antisime´trica para el estado base,

















sustituimos este Hamiltoniano en la ecuacio´n de Schro¨dinger. Debido que el Hamil-
toniano no actua sobre el grado de libertad del esp´ın entonces podemos hacer[





en ambos lados se multiplica por la izquierda φ(~r∗2) e integramos sobre ~r2,
[
− 12∇2r1 − Zr1 −
∫




donde los terminos constantes que no dependen sobre ~r1 fueron absorvidas en E
′. El
tercer te´rmino del lado izquierdo puede ser reconocido como la energ´ıa de Coulomb de
la part´ıcula 1 en el campo ele´ctrico generado por la densidad de carga de la part´ıcula
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2. Este te´rmino de Coulomb es llamado potencial de Hartree. Ahora tenemos un solo
Hamiltoniano para una funcio´n de onda de un electro´n. Sin embargo el Hamiltoniano
depende de de las funciones de onda que estamos buscando. Entonces este es el prob-
lema de autoconsistencia que vimos anteriormente. Este problema de autoconsitencia
donde φ es la solucio´n de la ecuacio´n de Schro¨dinger pero el Hamiltoniano depende
de φ por si mismo. Para ello buscamos una funcio´n de prueba φ(0), el cual fue´ us-
ado para construir el potencial. Resolviendo la ecuacio´n de Schro¨dinger para este
potencial uno encuentra un nuevo estado base φ(1), el cual es usado para construir el
nuevo potencial. Este procedimiento se repite, hasta alcanzar el estado base φ(i) que
corresponde a la energ´ıa E(i) en el paso o iteracio´n i. La funcio´n de onda que hemos
usado es la llamada sin correlacio´n debido al hecho que la probabilidad P (~r1~r2) para
encontrar una part´ıcula en la posicio´n r1 y otra en ~r2 no esta´n correlacionadas, es
decir, pueden escribirse como el producto de dos probalidades de un electro´n.
P (~r1, ~r2) = P (~r1)P (~r2), (105)
esto no significa que los electrones no se sienten uno al otro, se considera en el te´rmino
1/|~r1 − ~r2|. Pero esto fue´ hecho en promedios, la posicion de la part´ıcula 2 no deter-
mina la funcio´n de onda del electro´n 1, pero si el promedio de la distribucio´n de la
carga parametrizanel electro´n 2, por esta razo´n es la aproximacio´n del campo medio.
8.1 Aproximacio´n Gaussiana





sustituyendo en la ecuacio´n (104) obtenemos[









































desafortunadamente, no es una ecuaio´n de eigenvalores generalizada, por la presencia
de las variables Cr y Cs dentro de los corchetes del lado izquierdo. Sin embargo,
podemos llevar a cabo el proceso de iteracio´n de autoconsistencia. Manteniendo Cr
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y Cs fijos, nosotros resolvemos las ecuaciones para Cq. Cuando replazamos los coefi-
cienes por la nueva solucio´n e iteramos hasta que la convergencia sea alcanzada. Para
calcular los elementos de matriz, vamos a usar la base de las funciones Gaussianas
l = 0,
χp(~r) = exp (−αpr2). (110)
Vamos a tomar los valores o´ptimos de αp resolviendo la ecuacio´n no-lineal, con α1 =
0.298073, α2 = 1.242567, α3 = 5.782948, α4 = 38.474970. Los elementos de matriz





(αp + αq)(αr + αs)
√
αp + αq + αs + αs
. (111)
El algoritmo que llevara´ el programa de co´mputo asociado a esta aproximacio´n es
entonces:
1. Se calcula primero las matrices cuadradas hpq, Spq y el tensor Qpqrs.
2. Se eligen los valores iniciales para los coeficientes Cp.
3. Esos valores son usados para contruir la matriz Fpq dado por:




4. Resolvemos el problema de eigenvalores. Para el estado base (ground-state), nosotros
solo mantenemos solo los eigenvalores con el mı´nimo eigenvalor.








6. La nueva solucio´n el problema generalizado de eigenvalores es usado para contruir una
nueva matriz Fpq y se repite hasta que se alcance la convergencia de la energ´ıa.
La aproximacio´n del campo central permite factorizar las ecuaciones de Hartree-Fock
en una parte radial y una angular, y permite clasificar la solucio´n con los numeros
















[φ2(2)φ1(1)− δ(σ1, σ2)φ1(2)φ1(1)]dv2 = 1φ1(1),
(114)










−δ(σ1, σ2)φ1(2)φ1(1)]dv2 = 1φ1(1).
(115)
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Se llama Hartree-Fock Restringido(RHF) para el caso en el cual todos los orbitales
estan presente en pares, formados poruna misma funcio´n de ~r multiplicado por fun-
ciones de esp´ın opuesto.
8.2 Hartree-Fock Restringido (RHF)
La solucio´n radial de las ecuaciones de Hartree-Fock solo son validas para algunos
sistemas. En la mayor´ıa de las casos la solucio´n es encontrada expandiendo en una
base apropiada , en analog´ıa con el me´todo de Hartree Fock. Reescribimos la ecuacio´n
de Hartree-Fock para el caso restringido, sin esp´ın total, de la siguiente manera
Fφk = k, k = 1, ..., N/2. (116)
El ı´ndice k etiqueta la parte de las coordenads de los orbitales; para cada k hay un
orbital con esp´ın para arriba y otro esp´ın para abajo. Se llama a F el el Operador
de Fock. Es un operador no local que depende de los orbitales φk. Ahora busquemos







Encontramos las ecuaciones de Rothaan-Hartree-Fock :
Fc(k) = kSc
(k) (118)




2 , ..., c
(k)
N ) es el vector de la expansio´n de los coeficientes, S es
la superposicio´n de la matriz, F es la matriz del operador de Fock con el conjunto
funciones de bases:
Fij = 〈bi|F|bj〉, Sij = 〈bi|bj〉, (119)
que desarrollando esta expresio´n llegamos a:
























la suma de todos los estados entre pare´ntesis en la ecuacio´n (120) son llamados la
matriz desidad o simplemetne matriz de Fock. Los te´rminos en el segundo pare´ntesis
vienen de los potenciales de intercambio de Hartree. El problema de Rothaan-
Hartree-Fock (118) es mas complicado que un problema secular soluble por diag-
onalizacio´n, ya que la matriz de Fock (120) depende sobre sus propios eigenvectores.
Sin embargo, es posible resolverlo por el me´todo de autoconsistencia, en donde una
diagonalizacio´n generalizada es desarrollada en cada paso.
9. Resumen y Conclusiones
Hemos presentado el me´todo variacional para de Hartree-Fock aplicado en detalle al
a´tomo de Helio. Se hicieron las aproximaciones de Born-Oppenheimer y de campo
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central al Hamiltoniano, permitiendo utilizar el metodo variacional de minimizando
el Hamiltoniano y se procedi a encontrar una forma recurrente autoconsistente. Se
presentaron las integrales asociadas a la aproximacio´n Guassiana adema´s se mostraron
las ecuaciones de Rothaan-Hartree-Fock que es el caso sin esp´ın total.
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11. Ape´ndice
11.1 Acoplamiento de momento angular en la configuracio´n electro´nica
Para determinar los te´rminos de una configuracio´n electro´nica se tiene que tomar en
cuenta las reglas de acoplamiento de momento angular. Para una capa cerrada ml y




mlj = 0 MS =
∑
je−
msj = 0, (122)
donde la suma se hace a los electrones j de la capa considerada.
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Si hacemos una rotacio´n este resultado no va a cambiar luego necesariamente los
electrones de la capa deben estar acoplados a estados de L = 0 y S = 0. Luego los
momentos angulares totales L y S vienen dado por acoplamiento de los electrones
fuera de la capa cerrada. Para estos acoplamientos es diferente si son electrones o no
equivalentes o no equivalentes, pues en el primer caso hay acoplamientos prohibidos
por el principio de exclusio´n de Pauli.
Para determinar la funcio´n de onda acoplada a un determinado momento angular
necesitamos utilizar los coeficientes de acoplamiento de Clebsch-Gordan o equivalen-
temente los 3j. La funcio´n de componente ma´xima en el eje z acoplada a momento
angular ma´ximo es siempre fa´cil de constuir pues existe una sola combinacio´n posi-
ble, sin embargo las dema´s sera´n en general combinaciones lineales complicadas de las
funciones utilizadas. Muchas veces no es necesario contruir estas, pero si es necesario
conocer los te´rminos posibles, por ello se han desarrollado tec´nicas para obtener estos
sin tener que hacer todos los acoplamientos.
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